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En los problemas 25-46, determine 108 intervalos sobre los y g'(x) > 0 para toda x en (a, b). Demuestre que f+ 8
cuales la funcion dada f es creciente ¥ los intervalos sobre es una funcion creciente sobre {4, b).
Jos cuales es decreciente. 53. Suponga que las funciones f v g son continuas sobreé
25. f(x) = w45 26. f(x) = x [a, b)Y diferenciables sobre (d. b) de modo que fitx) > 0
27, flx) = 26— 1 28 fx) = —x 4+ 10x + 3 y g'(x) > 0O para toda x en (a, b). Proporcione una con-
1 dicién sobre f(x) ¥ 2(x) que garantice que el producto
— 3 = 2 = | S
29. flx) =X o 30. f) = 3% 7% Bt 1 fg es creciente sobre [a, bl.
3. f= -4+ 9 32 flx) = 4x° — 10x* + 2 54. Demuestre que 12 ecuacién ax> + bx £ ¢ = 0,a=>0,
a3 flg = 1~ e 34, flx) = 2 = 2P b > 0, no puede tener dos raices reales. [Sugerencia:
" bi0e s o
35, f) =x T 36. f(x) = 1 L. Considere }a funcion f(x) = ax” + bx + c. Suponga que
X i x hay dos ndmeros 71 ¥ r, tales que f(r) = fr) = 0.1
37. fl0) = /B =5 38, f(X) = x4l 55, Demuestre que 1a ecuacién ax* + bx ¥ ¢ = 0 tiene a lo
Vx4l sumo una raiz real. [Sugerencia: Considere la funcién
5 Py f) = ax® + bx ¥ ¢ Suponga que hay tres nimeros
. e 40. = === :
39. f) < 4+1 &) x+1 distintos 71, '2 ¥ 13 tales que f(r1) = flry) = flr) = 0.1

41. flx) = x(x — 3y 2.f(x) = (% 1 56. Para una funcion polinomial cuadratica f(x) = ax® +
A3, flx) =isend A4, Fx) =—% v Ay bx + ¢ demuestre que €l valor de xs que satisface 1a con-
45. fxy=x*+ e 46. f(x) = L clusién del teoremd del valor medio sobre cualquier
intervalo [x1, X2l €8 X3 = (x; + x2)/2

En los problemas 47 y 48, demuestre, sin graficar, qué la _
57. Suponga que la grifica de una funcién polinomial ftiene

funcién dada no tiene extremos relativos.

47. () = 453 + x 48. fx) = —x 4 W T cuatro intergecoiones x distintas. Analice: jcudl es el
ndmero minimo de puntos en los cuales una recta tan-
= Aplicaciones gente a la gréfica de fes horizontal?

49. Un motociclista entra a upa carretera de peaje v en el 58. Como s€ menciond despues del ejemplo 2, 1a hip6tesis
comprobante de pago |a hora indicada es 1:15 p.m. Luego fl@y=fb) = 0 en el teorema de Rolle puede sustituirse
de 70 millas, cuando €l motociclista paga en la caseta de por la hipétesis fla) = f(®).
peaje a las 2:15 p.m., tambien recibe un comprobante @) Encuenire una funci6n explicita f definida sobre un
de pago. Explique esto por medio del teorema del valor intervalo [a, bl tal que f sea continua sobre el inter-
medio. Suponga que la velocidad limite es 65 mi/h. valo, diferenciable sobre (a. b)Yy fla)= f(b).

50. En el andlisis matemético de1a tos humana se supone que b) Encuentre un nimero ¢ para el que Plior="0:
la traquea o tubo respiratorio €s un tubo cilindrico. Un 59, Considere la funcién f(x) = X sen X. Use fy el teorema
modelo matematico para el volumen de aire (en <Em3/s) de Rolle para Jemostrar que 1a ecuacién cot X = —1/x
que fluye a través de la trdquea durante st contraccién es dene una solucién sobre el intervalo (, ).

Vir) = k(g — 1) ro/2 =71 =To

donde k es una constante positiva y 7o s SU radio cuando

il

o ~ ~ el sl T
Problemas oon ﬂaisuméz}fa;mﬁ;

no hay diferencia de presion en los extremos del tobo res- 60, a) Use una calculadora o un SAC para obtener la gré-
piratorio. Determine un intervalo para el cual V sea cre- fica de f(x) = x — ax3.

ciente y un intervalo para ol cual V sea decreciente. ;Con b) Compruebe que todas las hipdiesis, excepto una del
qué radio obtiene el volumen méximo de flujo de aire? teorema de Rolle, s¢ cumplen en el intervato [—3. gl
— Dianes en elio ¢) Determine gien (-8, 8) existe un ndmerc ¢ para el
= rIEisE v B cual f'(c) =0

51, Considere la funcion f(x) = Ao = ke Use esta
funcién y ¢l teorema de Rolle para demostrar que la
ecuacion 4 + 36 = 1=0 tiene por lo menos una
cafz en [—1,11.

En los problemas 61 y 62, use und calculadora para encon”
trar un valor de ¢ que satisfaga 1a conclusién del teorema del
valor medio.

52. Suponga que las funciones f ¥ g son continuas sobre 61. fx) = cos 2% [0, m/4]
la, b1y diferenciables sobre (d, b) de modo que fix) > 0 62. f(x) =1+ sen% [r/4, m/2]

B,Q Criterio de la | fimera derivada

3 Inwodeccién Saber que una funcién tiene, 0 1O, extremos relativos es de gran ayuda al
zar su grifica. En la seccién 5.2 (teorema 5.2.2) vimos que cuando una funcién tiene WA
extremo relativo debe ocurrir en un nimero critico. Al encontrar 1os niimeros criticos de und

funcién, fenemos una lista de candidatos para las coordenadas x de los puntes que correspol”

R ———
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54 Criterio de la primera derivada 229

den a extremos relativos. A continuacién se combinaran las ideas de las primeras secciones de
esta unidad para establecer dos pruebas para determinar cudndo un nimero critico es en rea-
lidad la coordenada x de un extremo relativo.

fl@=9

[ =<0

§ Prucha de la primera derivada Suponga que f es continua sobre el intervalo cerrado [a, b]

diferenciable sobre un intervalo abierto (a, b), excepto tal vez en un nimero critico ¢ den-
tro del intervalo. Si f '(x) > 0 para toda x en (@, c) y fi(x) << 0 para toda x en (¢, b), entonces
la grafica de f sobre el intervalo (a, b) puede ser como se muestra en la FIGURA 5.4.1a); es-decir,
flc) es un méximo relativo. Por otra parte, cuando f'(x) < 0 para toda x en (a,0)yfix) >0
para toda x en (c, b), entonces, como se muestra en la figura 5.4.1b), f (¢) es un minimo rela-
{ivo. Se han demostrado dos casos especiales del siguiente teorema.

fim<0 7)) =0

| Teorema 5.4.1 Criterio de la primera derivada

Sea f continua sobre [a, b] y diferenciable sobre (¢, b) excepto tal vez en el niimero critico ¢.

i) Sif'(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f(c) es un méximo relativo. b)
i) Sif(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f(c) es un minimo relativo. FIGURA 5.4.1 Méximo relativo en
iif) Sif'(x) tiene el mismo signo algebraico a cada lado de ¢, entonces f(¢) no es un a); minimo relativo en b)

extremo.
it

Las conclusiones del teorema 5.4.1 pueden resumirse en una frase:

e [Jna funcidn f tiene un extremo relativo en uh nimero critico ¢ donde #'(x) cambia

de signo.

En la FIGURA 5.4.2 se ilustra cudl seria el caso cuando f'(c) no cambia de signo en un nimero
critico . En las figuras 5.4.24) y 5.4.2b) se muestra una tangente horizontal en (¢, f(c) ¥
f'(e) = 0 pero f(c) no es ni méximo ni minimo relativo. En la figura 5.4.2¢) se muestra una
tangente vertical en (¢, f(e)) y asi f'(c) no existe, perc de nuevo f(c) no es un extremo rela-
tivo porque f’(c) no cambia de signo en el niimero critico ¢.

(¢, flch)

(e, fleh) F=0  fx<0 (e, fle))
f'x)=0 Fx=<0
1) >0 N
a ¢ b 4 a s b * a c b %
a) fle)=0 b) f'icy=0 ¢) f'{c) = no existe

FIGURA 542 No hay extremo porque f'(x) no cambia de signo en el nimero critico ¢

En los cinco ejemplos siguientes se ilustra la utilidad del teorema 5.4.1 para frazar a mano
la gréfica de una funcién f. Ademés de!l calculo:

« Encuentre la derivada de f'y factorice f' tanto como sea posible.
« Encuentre los ndmeros criticos de f
« Aplique el criterio de la primera derivada a cada nimero critico.

También resulta til preguntar:
intersecciones x: resuelva

© ; 4 d ini ?
;Cudl es el domimio de f para f(x) = 0

« l.a gréﬁca deﬁ {-’tiene alguna interseccién? «— interseccion y: encuentre o
« la grafica de f, ;tiene alguna simetria? < determine si

Fi=x) = flx) o bien.
o La gréfica de f, ;tiene alguna asintota? fi—x) = —fix)
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230 UNIDAD 5 Apiicaciones de la derivada

Las funciones consideradas en los ejemplos 1y 2 son polinomiales. Observe que estas
funciones constan de potencias pares © impares de x; esto €S suficiente para concluir que las
grdficas de estas funciones no son simétricas con respecto al eje y 0 al origen.

'EJEMPLO Funcion polinomial de grado 3
Grafique f(x) = X° — 3x? — 9x + 2.

Solucién  La primera derivada
fix) =32 — 6x — 9 =30+ Dx — 3) (D

produce los numeros criticos —1 y 3. Luego, el criterio de la primera derivada €s esencialmente
el procedimiento que s¢ us6 para enconirar 1os intervalos sobre los cuales f es creciente o decre-
ciente. En la FIGURA 5432 vemos que f'(x) > 0 para —o < x< =1y filx) <0 para
—1 < x < 3. En otras palabras, f'(x) cambia de positiva a negativa en —1 ¥ ast por el inciso i)
del teorema 5.4.1 concluimos que f-1)=Tesun maximo relativo. En forma semejante, f'(x) < 0
para —1 < x < 3yfi(x) > Oparald < x < 00. Debido a que f'(x) cambia de negativa a posi-
tiva en 3, el inciso if) del teorema 5.4.1 indica que f(3) =—25esun minimo relativo. Luego, como
£(0) = 2, el punio (0, 2) es la interseccién y para la grafica de f. Ademds, al buscar si la ecua-

Vea las MRS para un breve - cion & — 3x2 — 9x + 2 = 0 tiene rafces positivas se encuentra que x = —2 es una raiz real.
Fepass de como enconirar las Luego, al dividir entre el factor x + 2 obtenemos (x + 2)(Jc2 — 5x + 1) = 0. Cuando la férmula
m?CTS de ecuaciones poline- cuadratica se aplica al factor cuadrdtico se encuentran dos raices reales adicionales:

miales. ;

15— vam=oa v Ls + vaD) = 4.

|
Entonces, las intersecciones x son (-2, 0y, (% = %—2_1 , 0) y (% + 2 0)- Al reunir toda esta infor-
macién se llega a la gréfica mostrada en la figura 5.4.3b):

numero nimero
critico critico

{

3
|
I

f(—1)esun f(3) esun
méximo relativo minime relativo
! @) Criterio de la primera derivada b) Observe las intersecciones x ¥y ¥

]

FIGURA 5.4.3 Grafica de la funcién en el ejemplo 1

| Funcion polinomial de grado 4

Grafique f(x) = x* — 4x* + 10.

Selncidén La derivada
i Pl =l — 120h= 4x%(x — 3)

i muestra que los nimeros criticos son 0 y 3. Luego, como s€ observa en la FIGURA 544al, f' tiene €l
g mismo signo algebraico negativo en 10s intervalos adyacentes (—00, 0) v (0, 3). Entonces FO)= 10
! no es un extremo. En este caso fy=0 significa que en la interseccion y (0, f(0)) = (0, 10)

hay una sola tangente horizontal. Sin embargo, por el criterio de la primera derivada resulta evi-

-

dente que f(3) = —17 es un mifnimo relativo. En efecto, 1a informacién de que f es decreciente
por el lado izquierdo y creciente por el lado derecho del nimero critico 3 (la gréfica de fno
puede retroceder) permite concluir que f(3) = _17 también es un minino absoluto. Por Gltimo:

vemos que la grafica de f tiene dos intersecciones x. Con ayuda de una calculadora o un SAC
se encuentra que las intersecciones x son aproximadamente (1.61, 0)y (3.82, 0).
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5.4 Criterio de fa primera derivada 231

nimero nimero
critico critico

9

f(0)no es f(3)esun
un extremo minimo relativo
a) Criterio de la primera derivada B) §'(0y =0 pero F(Oy=10
no es un extremo
FIGURA 5.4.4 Grafica de la funcién en el ejemplo 2 B

Gréafica de una funcion racional
2

%
Grafi e
rafique f(x) e

Golucidn  La lista que se muestra a continuacion resume algunos hechos que €s posible des-
cubrir sobre la grafica de esta funcién racional f antes de graficarla realmente.

interseccion y: f (0)= —3;en consecuencia, la interseccién y es (0, =3

intersecciones x: f(x) = 0 cuando > — 3 = 0. Por tanto, x = —-V3yx= /3. Las

intersecciones x son (—V3,0)y (V3,0).

Simetrig. Con respecto al eje vy, puesto que f(—x) = f(x).

Asintotas verticales: Ninguna, puesto que 2 + 1 # 0 para todos los numeros reales. :
Asintotas horizontales: Puesto que ¢l limite en el infinito es la forma indeterminada

0o/00, podemos aplicar la regla de 1. Hopital para demostrar que

2
L EE=3 kL 2x -
1fm = im== lim~=1
x—20 2 4+ X500 £—00

y asi la recta y = 1 es una asintota horizontal (ver seccion 5.9).
. . i 8
Derivada: Con la regla del cociente obtenemos f Gen= (r—z—:x—l)j
X

Niimeros criticos: f'(x) =0 cuando x = 0. En consecuencia, 0 es el dnico ntimero critico. .
Criterio de la primera derivada: Vea la FIGURA 5454), f(0) =—3 esun minimo relativo.
Grafique: Vea la figura 5.4.5b).

ndmero
critico

f(0) es un
minimo relativo ;
a) Criterio de la primera derivada b)y=1lesuna asintota horizontal
FIGURA 545 Gréfica de la funcién en el ejemplo 3 B

[EET I Grafica con una asintota vertical
Grafique f(x) = x> + X — In|x|.

Splucion  Primero observe que el dominio de fes (—&, 0)\J (0, o0). Luego, al igualar a cero
¢l denominador de la derivada

o g _224xo1 G- DEED
f(x):2x+1 xf-——ft—x =—0

e
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232 UNIDAD 5 Aplicaciones de la derivada

Verifique que f(—x} # f(x)
y f=x) # =)

B

EJEMP

se observa que —1y ! son nimeros criticos. Aungue f no es diferenciable en x = 0, 0 no es
un nGmero critico puesto que 0 no estd en el dominio de f. De hecho, x = (0 es una asiniola
vertical para In|x| y tambi€n es una asintota vertical para la gréfica de f. L.os nimeros criticos
y 0 se escriben en la recta numérica porque el signo de la derivada a la izquierda y a la dere-
cha de 0 indica el comportamiento de f. Como se observa en la FIGURA 5.4.6a), f'(x) < O para
se L ~T3 )= 0pamm—l KES 0. Concluimos que f(—1) = 0 es un minimo
relativo (al mismo tiempo, f (~1) = 0 muestra que x = 1 es la coordenada x de una intersec-
cién x). Al continuar, f'(x) < 0 para 0<x<35yfi(x)>0para 1 < x < 00 muestra que
Jla] = 3= In} = 1.44 es otro minimo relativo.

Como se observé, f no estd definida en x = 0, de modo que no hay interseccion y. Por
dltimo, no hay simetrfa con respecto al eje y o con respecto al origen. La grafica de la fun-

cién f se muestra en la figura 5.4.6b).

¥
ndmero nimero
critico critico
___#__,____44—————————’—”4» %
5 0 ks
: 2
f(—1yesun x=0esuna flesun.
S . . . x
minimo relativo  asfntota vertical e it eativo i 1
a) Criterio de la primera derivada b) x =0 es una asfntota vertical
FIGURA 546 Gréfica de la funcién en el ejemplo 4 &

= 1 Grafica con una chspide
rafique f(x) = —x + SR,

Solucion  La derivada es
5(—x+12)

, 5 10 -
f =3P+ 3P =50

Observe que f no existe en 0 pero 0 estd en el dominio de la funcién puesto que F(0)=0. Los
momeros criticos son 0y 2. E] crterio de la primera derivada, ilustrado en 1a FIGURA 5.4.7 3), mMues-
tra que f(0) = 0 es un minimo relativo y que o) =—@"*+ 5(2)3 = 476 es un méximo rela-
tivo. Ademds, puesto que f'(x) = 00 cuando x — 0% y fi(x) = —0 cuando x — 0 en (0, 0) hay
una cispide. Por Ultimo, al escribir f(x) = x**(—x + 5), vemos que fly=0yquex= 5. Las
intersecciones x son los puntos (0, 0) y (5, 0). La grafica de f se muestra en la figura 5.4.7b).

nimero numero
critico critico
——_____‘______‘____4___(————» X

F(0) es un f(2)esun
minimo relativo méaximo relativo

@) Criterio de la primera derivada b) Céspide en (0, 0)

FIGURA 547 Gréfica de la funcidn en el ejemplo 5 #

Algunas veces resulta conveniente saber antes de eraficar, e incluso antes de molestarse
en graficar, si un exiremo relativo f(¢) es un extremo absoluto. El siguiente teorema es algo

Gtl. Usted debe trazar algunas grificas y convencerse sobre la validez del teorema.
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54 Criterio de la primera darivada 233

ico nimero critico

Teorema 5.4.2 Prueba del n

Suponga que ¢ €8 el tnico ndimero critico de una funcion f dentro de un intervalo I. Si se
demuestra que f(c) es un extremo relativo, entonces f(c) es un extremo absoluto.

En el ejemplo 3, mediante el criterio de la primera derivada se demostré que f(0) = O es
un minimo relativo. También se hubiera podido concluir de inmediato que este valor de la fun-
cién es un minimo absoluto. Este hecho se concluye por el teorema 5.4.2 porque 0 es el tnico

ndmero critico en el intervalo (—00, 09).

pares comienzan en la pagina RES-15.

DESARROLLE SU COMPETENCIA  Las respuestas de los problemas im

=Fundamentos 35.

En los problemas 1-32, use el criterio de la primera derivada
para encontrar los extremos relativos de la funcién dada.
Grafique. Encuentre las intersecciones cuando sea posible.

y=f'

x

FIGURA 5411 Gréfica
oy 2 ) oz
Lfx)=-x+2x+1 2 fx)=@x—Dx+3) FIGURA 5.4.10  Gréfica paa el problema 36

1 probl 35
3 f)=x — 3 4. f(x) = %xa _ _12-_xz L para el problema
= - & = — 3 2 _
5, f(x) = x(x — 2) 6. fx)=—x +3x* +9x— 1 gy |os problemas 37 y 38, trace la gréfica de f' a partir de
7. f@) =% +x—3 8. fo)=x+3x"+3x—3 la grifica de f.
9. i) =% + 4z 10. fGx) = (& = 1’ 3t 38.

1. () = % sy %f L2 12 fx) = 26 — 168 + 3

13. f) = —x—3° 14 Fxy=—3x" + 82 = 6x*—2

15. () = 4° — 5% 16. f(x) = (& = 27 + 37 FIGURA 5.4.12 Grifica
_ <+ 3 B 2 para el problema 37
17. f0) =51 18. f(x) = x + —
' ) . FIGURA 5.4.13  Grafica
e B ool = para el problema 38
19. flx) = 3 20. fix) 24
2. fx) = 22, f(x) = x En los problemas 39-42, trace una grafica de una funcién f
ghat 1 F Al ol | que tenga las propiedades dadas.
23, fx) = F — 24, f) = (= D 39, f(—1) =0,f(0) =1
25, f5) = xV1 - 26, f(x) = %% — 5P £(3) no existe, f(5) = 0
L 13 _ 4 13 f’(x)>0,x<3yx>5
27. flx) =x — 12x 28. f(x) = x* + 32x P <0,3<x< 5
29, fo) =2 - 24l 30, f0) = E‘xi 40. f(0) =0
_ e (—1) = 0, f@ =0,f(1)=0
3L fl) = (x + 3 32. f(x) = 8x'e” < 0x < =1,-1 < <0
En los problemas 33-36, trace una grifica de la funci6n f f@>00<x<Lx> 1
cuya derivada f* tiene la grafica dada. 41, f(—x) = fx)
33. 34. f2)=73

) < 0,0 <x <2
£ > 0,x> 2
42, f(1) = —2,f0) = —1
lim f(x) = 0. f(4) = 0

FIGURA 548 Grfica FIGURA 5.4.9 Gréfica < 0iEs 1
para el problema 33 para el problema 34 oy £ U 7 4
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234 UNIDAD 5 Aplicaciones ce a derivada

En los problemas 43 y 44, determine dénde la pendiente de
la tangente a la grafica de la funcién dada tiene un mAximo
relativo o un minimo relativo.

g e
O

donde 7 es la razén de las resistencias acusticas de los

43, i) =&+ 6> — x 44. fx) =x" — 6x* dos medios.
45. a) A partir de la gréifica de g(x) = sen 2x dete@ine los a) Demuestre que T(r) = T(1/7). Explique el signifi-
intervalos para los cuales g(x) > 0y los intervalos cado fisico de esta expresion.
para los cuales g(x) < 0. " b) Use el criterio de la primera derivada para encontrar
b) Encuentre los némeros criticos de Flx) = sen” x. Use los extremos relativos de I
fﬁ c‘nterio de la primera derivada y 1a inforrgacién en el ¢) Trace la grifica de la funci6n T para r = 0.
inciso a) para encontrar los extremos telativos de £ _
¢) Trace la gréfica de 1a funcion f en el inciso b). = Piense en ello
46. @) Encuentre los numeros criticos de F(x) = x — senx. 49. Encuentre valores de a, by ¢ tales que f(x) = ax* + bx
b) Demuestre que f 10 tiene extremos relativos. + ¢ tenga un maximo relativo 6 en x = 2y la gréfica
¢) Trace la grafica de f. de f tenga interseccion y igual a 4.
— Agficaci 50. Encuentre valores de a, b, ¢y d tales que f(x) = ax’ +
= Aplicationes byt + cx + d tenga un minimo relativo —3enx =0y
47. La media aritmética, o promedio, de n nidmeros a, un maximo relativo 4 en x = L
ty, .. -» G st dada por 51, Suponga que fes una funcién diferenciable cuya gréfica es
_ata + e t+oa, simétrica con respecto al eje y. Demuestre que f@y =0
* n ) ;Tiene f necesariamente un extremo relativo en x = 0?

52. Sean m y n enteros positivos. Demuestre que flx) =

@) Demuestre que ¥ es un ndmero critico de la funcion = ) - .
¥"(x — 1)" siempre tiene un minimo relativo.

fl =0~ wP + @) T @)’ 53, Suponga que f'y g son diferenciables y que tienen maxi-
b) Demuestre que f(X) es un minimo relativo. mos relativos en el mismo ndmero critice ¢.
48. Cuando el sonido pasa de un medio a otro, puede per- a) Demuestre que ¢ €s un ndmero critico para las f + g
der algo de su energfa debido a una diferencia en las f—gvyJfs
resistencias acdsticas de los dos medios. (La resistencia b) ;Se concluye que lasf+g/f—8Y fg tienen maxi-
actistica es el producto de la densidad v la elasticidad.) mos relativos en ¢? Demuestre Sus aseveraciones 0
La fraccién de la energia (ransmitida estd dada por dé un contraejemplo.

[55 Criterio de la segunda derivada‘l

2 Introduccion En el siguiente andlisis el objetivo es relacionar el concepto de concavidad
con la segunda derivada de una funcién. Asi, la segunda derivada constituye otra manera para
probar si un extremo relativo de una funcién f ocurre € un ndmero critico.

1 Concavidad Tal vez usted tiene una idea intuitiva del significado de concavidad. En las
FIGURAS 5.5.1a) y 5.5.1b) se {lustran formas geométricas céncavas hacia arriba y concavas hacia
abajo, respectivamente. Por ejemplo, el Arco de San Luis Missouri es céncavo hacia abajo;
los cables entre los soportes verticales del puente Golden Gate son coéncavos hacia arriba. A
menudo decimos que una forma concava hacia arriba “contiene agua’, mientras una formé
céncava hacia abajo “derrama agua”. No obstante, la definici6n precisa de concavidad se Pro-
porciona en términos de la derivada.

a) “Contiene agua”

b) “Derrama agua”

Definicién 5.5.1 Concavidad

FIGURA 5.5.1 Concavidad

Sea f una funcion diferenciable sobre un intervalo (a, b).

{) Si f' es una funcién creciente sobre (a, b), entonces la grafica de f es concava hacia
arriba sobre el intervalo.

i) Sif' esuna funcién decreciente sobre (a, b), entonces la gréfica de f es concava hacia

abajo sobre el intervalo.

S, ITODOS!
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En otras palabras, si las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f crecen (decre-
cuando x crece sobre (a, b), entonces la grafica de fes concava hacia arriba (abajo) sobre
Hm;ervalo. Si las pendientes crecen (decrecen) cuzndo x crece, entonces €sto significa que
| Jas rectas tangentes giran en sentido contrario al de las manecillas del reloj sobre el intervalo.
- La validez de la definicién 5.5.1 se ilustra en la FIGURA 55.2. Una manera equivalente de con-
gderar la concavidad también resulta evidente a partir de la figura 5.5.2. La grafica de una

(hacia abajo) sobre un intervalo si la grafica en cualquier

punto s€ ancuentra por arriba (abajo) de las rectas tangentes.

@) f' crece b) f' decrece ¢) f decrece sobre (a, c)

de —a+

de +a— ' crece sobre {c, b)

FIGURA 552 Concavidad sobre intervalos

E Concavidad y la segunda derivada En el teorema 53.4 de la seccién 5.3 vimos que el

signo algebraico de la derivada de una funcion indica cudndo la funci6n es creciente o decre-
ciente sobre un intervalo. En especifico, si la funcién referida en la oracién precedente es la
derivada f', entonces podemos concluir que el signo algebraico de la derivada de f', es decir,
f", indica cudndo f' es creciente © decreciente sobre un intervalo. Por ejemplo, si f"(x) = 0
sobre (a, b), entonces ' es creciente sobre (a. b). Debido a 1a definicién 5.5.1, si f' es cre-
ciente sobre (4, b), entonces la gréfica de fes céncava hacia arriba sobre el intervalo. En con-
secuencia, se llega a la siguiente prueba para concavidad.

Teorema 5.5.1 nara concavidad

Sea funa funcion para la cual f" existe sobre (a, b).

i) Sif"(x) > 0 para toda x en (a, b), entonces la grafica de fes concava hacia arriba sobre

{(a, b).

iy Sif"(x) < 0O para todaxen (a, b), entonces la grfica de f es concava hacia abajo sobre

EJEM ' Prucha para concavidad

Determine los intervalos sobre los cuales la grafica de f{x) = x> + 2x* es concava hacia arriba

=

y los intervalos sobre los cuales la grifica es concava hacia abajo.

Qolueién A partir de f'(x) = 3x? + Ox obtenemos
£y = 6x+ 9 = 6(x +3)
Se abserva que f(x) < 0 cuando 6(x + %) < Qox < f%y que f'(x) = 0 cuando 6(x # %) >0

0x > f%. Por el teorema 5.5.1 concluimos que la grifica de f es céncava hacia abajo sobre
el intervalo (—oo, —3) y concava hacia arriba sobre el intervalo (—3, 00). ]

¥ Punto de inflexion_ La grafica de la funcién en el ejemplo 1 cambia de concavidad en el

punto que corresponde a X = -3
cava hacia abajo a cdncava hacia
funcién donde la concavidad cam

Cuando x crece a través de —3, la-grafica de f cambia de cén-
arriba en el punto (=3, %). Un punto sobre la grafica de una
bia de arriba abajo o viceversa tiene un nombre especial.
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B) £"(x) no existe en 0
FIGURA 553 Puntos de inflexién

y punto de
inflexion

mAaximo
relativo

FIGURA 5.5.4 Criterio de la
segunda derivada

Definicion 5.5.2 Punto de inflexién

Sea f continua sobre un intervalo (a, b) que contiene al ndmero ¢. Un punto {(c. f{c)) es un
punto de inflexion de la gréfica de fsien(c, f(c)) hay una recta tangenie y la grifica cam-
bia de concavidad en este punto.

Al volver a examinar el ejemplo 1 se observa que f(x) = X + 2x” es continua en —2, tiene
una recta tangente en (—% 2}) y cambia de concavidad en este punto. Por tanto, (-%, 277) es un
punto de inflexion. También observe que #7(-3) = 0. Vea la FIGURA 55.34). También sabemos
que la funcion flx) = 1/ eg continua en 0 y tiene una tangente vertical en (0, 0) (vea el ejem-
plo 10 de la seccién 4.2). A partir de f"(x) = —2x~% se observa que fi(x) > Oparax <0y
que f"(x) < 0 para x ~ 0. Por tanto, (0, 0) es un punto de inflexién. Observe que cil este caso
f'x) = —%x'sﬁ no est4 definida en x = 0. Vea la figura 5.5.3b). Estos dos casos $¢ ilustran

en el siguiente teorema.

Teorema 552 Punto de inflexidn

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexi6én para la gréfica de una funcién f, entonces fc) = 00f"(c)
no existe. i

B Criterio de la segunda derivada Si ¢ es un ndmero critico de una funcién y = fx) y, por
¢jemplo, f'(c) = 0. entonces la grafica de f es concava hacia arriba sobre algin intervalo
abierto (@, b) que contiene a ¢. Entonces, necesariamente f(¢) es un minimo relativo. En forma
semejante, f(c) < () en un valor critico ¢ implica que flc) es un méximo relativo. Este teo-
rema se denomina criterio de la segunda derivada y se ilustra €1 a FIGURA 554,

Teorema 5.5.3 Criterio de la seg

Sea funa funcion para Ja cual f” existe sobre un intervalo (a, b) que contiene al nimero critico ¢.

i) Sif"(c) > 0, entonces f(c)esun minimo relativo.
if) Sif"(c) < 0, entonces f(c) esun méaximo relativo.
i) Sif'c) = 0, entonces la prueba falla y f(c) puede ser o no un extremo relativo. En este
Saso usamos el criterio de la primera derivada.

En este punto podria plantearse la pregunta: ;por qué se requiere otra prueba para extre-
mos relativos cuando ya se cuenta con el criterio de la primera derivada? Si la funci6n f en
consideracion es un polinomio, es muy sencillo calcular la segunda derivada. Al usar el teo-
rema 5.5.3 solo pecesitamos determinar el signo algebraico de f"(x) en el nimero critico.
Compare esto con el teorema 5.4.1, donde es necesario determinar el signo de f'(x) en los
ndmeros a la derecha y a la izquierda del ndmero critico. Si no es facil factorizar f', el Glimo
procedimiento puede ser algo dificil. Por otra parte, puede resultar igualmente tedioso usar el
teorema 5.5.3 en el caso de algunas funciones que impliquen productos, cocientes, potencias;
etcétera. Por tanto, los teoremas 5.4.1 y 5.5.3 pueden tener ventajas y desventajas,

equnda derivada

'eJEMPLO. 2 IMIIEILE delas
Grafique f(x) = 4x* — da®
Solucién A partir de f(x) = At - 1) = 4x%(x + 1)(x — 1) se observa que la grafica de f
tiene las intersecciones (-1,0), 0,0y (1, 0). Ademas, puesto que fesun polinomio queé solo
tiene potencias pares. concluimos que su gréfica es simétrica con respecto al eje ¥ (funcion
par). Asf, las derivadas primera ¥ segunda son

FE= l16x° — 8x = SX(\/ix -+ 1)(\/§x - 1)

flx) = 48x7 — 8 = 8(V6x + 1)(Vox — 1).
A partir de f' vemos que los nimeros criticos de f son 0, — \2/2y V2/2. Bl criterio de 13
segunda derivada se resume cn la tabla siguiente.
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por altimo, 2 partir de la forma factorizada de f " gbservamos que F"(x) cambia de signo en

x= ~V6/6 y en X = \/6/6. Por tanto, la grafica de f tiene dos puntos de inflexion: HGUARA 555 Grifica de la
B funcién en el ejemplo 2

(-V6/6, —3) v (V6/6, —35). Vea la FIGURA 555

4

y=i

erio de la segunda derivada

L MPLO 3 JSGIMES del crit
Considere la funcion simple flx) = £ + 1. A partir de f'(x) = 4 vemos que 0 es un nimero
critico. Pero por 12 segunda derivada f"(x) = 12x* obtenemos 1) = 0. Por tanto, el criterio
de la segunda derivada no conduce a ninguna conclusién. No obstante, a partir de la primera
derivada f'(x) = 45 vemos lo siguiente:

fi) <0 para X <0 y fo = 0 para x 7 0. =

El criterio de la primera derivada indica que f(0) = 1 esun minimo relativo. La FIGURA 558 FIGURA 556 Grifica de 12
s funcién en el gjemplo 3

muestra que f(0) = 1 es realmente un minimo absoluto.

P PToTely Criterio de |a sequnda derivada

Grafique f(x) = 2 cos X — COS 2X.
Golucion Debido a que cos x y €os 2x son pares, la grafica de f es sim
fO) = ] produce la interseccion (0, 1. Asi, las derivadas primera y segunda son

strica con respecto al

eje v. También,
o= —7 gen x + 2 sen 2x y Flizx) = _2 cos x + 4 cos 2x.

Al usar la jdentidad trigonométrica sent 7x = 2 sen x cos X €8 posible simplificar la ecuacién f'(x)
— Qasenx(l —2¢c08 x) = 0.Las soluciones de sen X = 0 son 0, £, 27, ... ¥l1as solucio-
nes de cos X =1son =7 /3, +57/3, ... Pero como el periodo de fes 27 (1demuésfrelo!}, es sufi-
ciente considerar ¢6lo los mimeros criticosen [0, 27]. @ saber, 0, 7/3, 7 5m/3y2m. En la tabla
siguiente se resume la aplicacion del criterio de 1a segunda derivada a ¢stos valores.

i oo |
— —2 | minimo relativo '

maximo relativo

B

La grafica de fes la extension con periodo 277 de Ja porcién mds gruesa que se muestra en la  FIGURA 557 Grifica dela
B funcién en el ejemplo 4

FIGURA 5.5.7 sobre el intervalo [0, 2.

........... '..,.‘..4.-.....‘-.;....u,.....-.u Civawensnssaniesd

o de inflexion, entonces'€) = 0 0f"(c) no existe

esarjamente =5 verdadero. NO €8 pdsib_le coneluir, simplemente &
do o) =00 ey no existe, que (¢, f (Q_})::é.s un punto de.

en el clemplo 3 vimos que /(®) = para f) 0 LR
, resulta evidente que (0 ,f(0)) mo es un ‘punto de inflexidn.
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DESARROLLE SU COMPETENCIA

=Fundamentos

En los problemas 1-12, use la segunda derivada para deter-
minar los intervalos sobre los cuales la gréfica de la funcién
dada es céncava hacia arriba y los intervalos sobre los cua-
les es céncava hacia abajo. Grafique.

T = —x*+ 7x 2. flx) = —(x + 2+ 8

3 foy=—x+ 62+x—1 4 fy=@&+ 5y

5 fx) =xx — 4y 6. f(x)=6x"+ 250 — 12x*+3

%, f0h) =2+ 2 8. f(x) = & — 2067

10. f) = V& + 10

x—1
x+2

.
9.f(x)4x+x

1. fix) = 12. f(x) =

¥t B
En los problemas 13-16, a partir de la grafica de la funcion
dada f calcule los intervalos sobre los cuales f' es creciente
y los intervalos sobre los cuales f' es decreciente.

13.

- vy y=f@
X
FIGURA 558 Grifica FIGURA 559 Gréfica
para el problema 13 para el problema 14
15. 16. ¥ y=f&
x
FIGURA 5.5.10 Grifica FIGURA 5.5.11 Gréfica

para el problema 13 para el problema 16

17. Demuestre que la gréfica de f (x) = sec x es concava
hacia arriba sobre los intervalos donde cos x > () y con-
cava hacia abajo sobre los intervalos donde cos x < 0.

Las respuestas de los problemas impares comienzan en la pagina RES-16.

18. Demuestre que la grifica de f(x) = csc x €8 concava
hacia arriba sobre los intervalos donde sen x = 0y con-
cava hacia abajo sobre los intervalos donde sen x < 0.

En los problemas 19-26, use la segunda derivada para loca-
lizar todos los puntos de inflexion.

19. fo) = #* — 126 + x — 1 20. fl0) = 3P+ dx

21. f(x) = senx 22. flx) = cosx

23, flx) = x — senx 24. f(x) = tan x

25, fx) = x + xe™* 26. f(x) = xe ™

En los problemas 27-44, use el criterio de la segunda deri-
vada, cuando sea pertinente aplicarlo, para encontrar los
extremos relativos de la funcion dada. Grafique y encuentre
todos los puntos de inflexion cuando sea posible.

27. f) = —(2x — 3 28, f(x) = %f — g — 12

29. f(x) = x* + 3% + 3x + 1 30 flx) = %ﬁ — 2x*

31. f(x) = 6x° — 10%° 32. f(x) = Xx + 1)
_ X

3B JR = 2+ 2

35, fx) = V9 — &

37, #x) =P+ 1)

3. ) = 2+
X
36. f(x) = xVx — 6

38. f(x) = x'? — %x

39. f(x) = cos 3x, [0, 2] 40, f(x) =2 + sen 2x, [0, 27]
41. f(x) = cos x + senx, [0, 2]

42. f(x) = 2 senx + sen 2x, [0, 27]

43. f) =2x—xlnx 44. f(x) = In(x* + 2)

En los problemas 45-48, determine si la funcién dada tiene
un extremo relativo en el nimero critico indicado.

45, f(x) = senx cos X; w/4 46, fx) = xsenx; 0

47. f(x) = tan’x; 7 48. f(x) = (1 + sen4x)’s /8

En los problemas 49-52, trace una grifica de una funcién
que tenga las propiedades dadas.
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L . D = 0SB =0 50. f(0) = 5. f@) =0

£(2) = 0,f"3) no

existe
Fe) = 0,x <3
Flx) < 0,x >3

7(3)=0, F1(1)=0,1"(2)=0
f1x) < 0,x<1l,x>12
£1(x) > 0,1<x<2

o, f0) = —1.f@/D >0
Fi(x) = 0 para toda x

£ 0.2~ l)% < x < (2n+ 1)%, n par
£16) < 0,2n = pT<x<@nt 1), n impar

52. f(—x) = —f®)

asintota vertical x = 2, lim fx)=0
X)) < 0,0 <x<2
f'x) > 0, x > 2

= Piense en &llo

53, Encuentre valores de a, b y c tales que la grafica de
fx) = ax® + bi? + cx pase por (=1, 0) y tengd un
punto de inflexién en (1, 1)-

54. Encuentre valores de a, b y c tales que la grafica de
for) = ax’ + px® + cx tenga una tangente horizontal en
el punto de inflexién en (1, 1).

55, Use el criterio de la segunda derivada como ayuda para
graficar f(x) = gsen(1/x). Observe que fe8 discontinua

enx = 0.
56. Demuestre que la grafica de una funcién polinomial
general

f(-x) = anxrt + an—lxnfl 4+ - +ax T 4 on #0

puede tener cnando mucho n — 2 puntos de inflexion.

57. Sea flx) = (x — xo)", donde n es un entero positivo.
a) Demuestre qué (xg, 0) es un punto de inflexion de la
grifica de f si 7 es un entero impar.

5.6 Razones de cambio
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b) Demuestre que (xg, 0) no es un punto de inflexién de
la grafica de f, sino que corresponde @ un minimo
relativo cuando ri €§ Uil entero par.

58, Demuestre qué la grafica de una funcién polinomial cua-
dratica f(x) = al +bxt+caF 0, es céncava hacia
arriba sobre el eje x cuando a = 0 y concava hacia abajo
sobre el eje x cuando a < 0.

59, Sea f una funcin para la cual f” existe sobre un inter-
valo (a, b) que contiene al ndmero C. Sif'(c) = 0y
") # 0, ;qué puede afirmarse sobre (¢, f (eN?

60. Proporcione un gjemplo de una funcion diferenciable
cuya grafica no tenga concavidad. No piense demasiado.

61. Demuestre o refute Jo siguiente. Un punto de inflexion
para una funcion f debe ocurrir en un valor critico de f.

62. Sin graficar, explique por qué la grafica de fix)=
10x% — x — 40 + € no puede tener un punto de infle-
xién.

63. Demuestre o refute lo siguiente. La funcion

_Jast—% w=l
fo) = {—xs, x>0
tiene un punto de inflexion en (0, 0).

64. Suponga que fesuna funcién polinomial de grado 3 ¥
que ¢, y ¢z son niimeros criticos distintos.

a) fle)ysf {cy), (SO1 necesariamente extremos relativos
de 1a funcién? Demuestre su respuesta.

b) ;Cudl considera que es la coordenada x del punto de
inflexién para la grafica de £7 Demuestre su respuesta.

= Proyecio

65. Puntos de inflexién Encuentre otros libros de texto de
célculo y anote cOmMO definen el punto de inflexion.
Luego, jnvestigue en internet acerca de 1a definicién de
punto de ‘nflexién. Escriba un breve artfculo en que
compare estas definiciones. Hustre su articulo con gréfi-
cas idoneas.

¥ Introduccion En esta seccién abordaremos las razones de cambio. La derivada dy/dx de

una funcién y = flx) es su razén de cambio instantdnea con Tespecto a la variable x. En la
seccién 5.1 vimos que cuando una funcién s = s(f) describe 1a posicién de un objeto que se
mueve sobre una recta horizontal © vertical, la razén de cambio con el tiempo ds/dt se inter-
preta como la velocidad del objeto. En general, una razén de cambio con el tiempo es la es-
puesta a la pregunta: ;cudn rapido cambia la cantidad? Por ejemplo, sl V representa el volu-
men que cambia con el tiempo, entonces dV/dt es la razén, © cuén répido cambia el volumen
=35 p'1633;’s significa que el volu-

En forma semejante, si una per-

con respecto al tiempo 7. Una razén de, por ejemplo, dv/adt

mep aumenta 3 pies ctibicos cada segundo. Vea la FIGURA 56.1.
sona camina hacia el poste mostrado en la FIGURASE2Z a razén constante de 3 pies/s, entonces
sabemos que dx/df = —73 pies/s. Por otra parte, si Ja persona
= 3 pies/s. Las razones negativa y positiva significan, por su
persona al poste disminuye (3 pies cada segundo) y aumenta

vamente.

se aleja del poste, entonces dx/dt
puesto, que la distancia x de la
(3 pies cada segundo), respecti-

| crece cuando el
olumen V crece

;

FIGURA 56.1 A medida que ul
globo esférico se llena con gas,

su volumen, radio y 4rea superfl-
cial cambian con el tiempo
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